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Abstract. We presentherethemain elementsofa mechanicsofrelativistic continua
relying upon a conceptof ~rfiniteconjugacy betweentwo relativistic motions
describedby two unit vector-fieldsu andu~definedon two differentrelativistic
manifolds,AYand.1/f’.
This purely relativistic, global, and intrinsic theory leads, together with a new
approachof the deformationtensorsin relativity, to a differential systemof equa-
tions for the conjugacieswhich is neitherunder-determinednor over-determined.
A rough studyof the propagation of the conjugacy-wavesshowsthen that it is
advisable to considerthe notion of a finite conjugacyas a satisfyingrelativistic
extensionof the classical and tridimensional notion of a finite deformation in
mechanics,and to identify thespatialconjugacy-wavesobtainedwith theordinary
acousticwaves.
Drastic particularizationsof thespace-times./lfandjf’, of the motionsu andu’,
of theadmissibletypesof conjugaciesandof the elasticbehaviourof thecontinua
understudyallow to recover,as very important but particular cases,the tridimen-
sional non-relativistic theoryof elasticity for finite deformationsand non-linear
behaviour,as well as the main theoriesof relativistic elasticityalreadyproposedby
Mmes Choquet-BruhatandLamoureux-Brousse,Rayner, Carterand Carter-Quin-
tana, Grot-Eringen . . . The obtainedsystemof equationsgeneralizesalso to the
finitecasesomeaspectsof the infinitesimal theoryof WeberandPapapetrou.
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1. INTRODUCTION

Sous l’impulsion initiale donnéepar Weber 1 3] lors de Ia recherchedeseffets

Clastiquesprovoquéspar le passaged’une ondegravitationnelle,puis surlespossi-

hilités d’applicationsaux étoilesa neutrons,de nombreuxauteurs,dont Madame

Choquet-Bruhatet rnoi-mCme [5], ont travaillé ~ despresentationsdiverses et

variéesde la mécaniquedesmilieux continusrelativistesnon fluides.

Lesdiversestheoriesobtenuesdansdes cadresvaries et avecdesfinalités diffé-
rentes,conduisenttoutesau mCme systèmelinéaire ou linéarisédesequationsdu

mouvementd’un rnatériauisotropehornogènelinéairede typeclassique,du moms

lorsque Ia théorie est poussCeassezloin pourquel’on puisseécrire de tellesdqua-

tions. Majs, sauffiliation naturelleexplicite, ii estdifficile de comparerlesdiverses

theoriesexistantestant dies sont différentespar leur langageet leur approche:

ii est aussicertainesfois difficile de comparercestheoriesrelativistesavecIa prC-

sentationusuelle de l’élasticité classiqueoü l’ori utilise un état du milieu pri-
vilégiC, reel ou fictif, qui sert de réfCrenceet permetde définir unedeformation.

Le but de cc travail n’était pas de proposer une théorie nouvelle de plus en

mécaniquedes milieux continus relativistes,mais de comparer lesdiverspoints

de vue existantset de comprendrecomment ils pouvaientconduiremalgréleur

diversitéa desphenomènesde propagationsimilaires.

Nous avonsété alors anienéea reconsidérerces theories de milieux continus

relativistesnon fluides comme descasparticuliers importantsd’une méme<<théo-

ne>) a deux variétCsrelativistes.Dans cc cadre nous avonspu écrire des équa-

tions généralesexactes et étudier quelquesexenipiesde propagationd’ondes.

Nous dégageonstout d’abord un cadre géométriquecommun aux espaces-

tempset aux mouvementsdes milieux continus relativistes.Nousintroduisons

la notion de conjugaisonfinie de mouvements,puis les tenseursdeformations

associés.Nous remarquonsalors les classesintéressantes(IC conjugaisonsKcholo-

chrones>>.ou ~<holotopes>. pour lesquellesces diverstenseurs-déformationspren-

nent des formes particuliCres. Nous écnivonsensuite les equationsde ces trans-

formations a partir des equations d’Einstein en variables d’Euler (i.e.: daus
i’état déformC), puis en variables de rCférence(i.e. dans i’état de référencereel

ou fictif). Nous pouvonsalors écrire lesequationsexactesdesondesnon linéaires

dansIc casd’un comportementdu type eiastiquegénéral.Nousdiscutonsensuite
hrièvement Ic prohlèmede Ia propagationde telles ondes,dans Ic cas general.

puis dans le cas de comportementslinéaires usuelset enfin dans Ic cas homo-

geneet isotrope qui est un test hien connu. Nousretrouvonscomme cas parli-

culiers de notre approche, l’élasticitC en mécaniquenewtonienneainsi que les

principalestheoriesexistantesen élasticitérelativiste.
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2. NOTION DE CONJUGAISON FINIE

Un mouvement de milieu continu relativiste est décrit par le quadruplet
(.If,g, u,p) øü:

— .11 estunevariétédifferentiablede dimensionquatre;
— g est une métriquesun.11, hyperboliquenormale,de signature(+, —, —, —);

u est un champde vecteurssun.If, unitairepour la métriqueg;

— p estun champscalairepositif sur ...M.
Les trajectoires,orientéespositivement,de u sont les lignes d’univers des par-

ticules du milieu considéré,p estla densitéde matière.

Sousl’influence defaits extérieursou intérieurs,non précisés,le milieu continu
peut ëtre amenéa se <<deformer>>;maisen relativité genéraletout doit êtrecon-

sidérédu point de vue dynamique,done en termesd’espaces-temps,d’autrepart
le déplacementde la matièreva en généralmodifier la métrique;il vient doneun
nouveaumouvement de milieu continu décrit parun nouveauquadrupletque

nous noterons (...#‘, g’, u’, p’). Nous allons préciserquelles sont les relations
entre (.#, g, u, p) et (dl’, g’, u’, p’) pour que ces deux donnéescorrespondent

a ce que l’on entendintuitivementet habituellementpardeuxmouvementsd’un
mémemilieu.

Ii est nature!tout d’abord de supposerqu’entre .11 et dl’ il existeun difféo-
morphismed de classeC

2, c’est a dire une applicationbijective,d’inversed’ oü

d et d’ sont deux fois continümentdifférentiables.Un tel difféomorphisme

n’echange pas, en général,les métriquesg et g’, pas plus que les champsde
vecteursu et U’; au mouvementu sur,~#correspondpartransportle mouvement
u” = d~(u)sur If’ qui peut étremunie de Ia métriquerelativisteg” =

le champu” estunitairepourg”.
Si les champsu’ et u” ont mémecongruencede lignes d’universavecla même

orientation nousdisons quedestune conjugaison desmouvementsassoeiésa u
et u’. Plus précisémentnousdisonsque d conjuguele mouvementu en le mou-

vementu’ ou encoreque d’ conjuguele mouvementu’ en le mouvementu.
Soit p une conjugaison du mouvementu en le mouvementU’: elle est dite

holochronesi et seulementsi elle preserveles champsde vecteursunitaires en
presence;c’est a dire si, et seulementsi, ~~(u) = u’ ou encoresi et seulement
si u = p~1(u’); l’inverse de ~, notée~1’,est égalementholochrone.Pourune con-
jugaisonquelconquenousappelonsK la normede p~(u)pourla métriqueg’, alors
u’ seraégal a ~ p~(u).

Pour que (dl, g, u, p) et (dl’, g’, u’, p’) représententdeux mouvementsd’un

<<méme milieu>> continu relativiste, ii est nature! de supposerqu’il existeune
conjugaison p du mouvementu en le mouvementU’: cela corresponda des
variétés.11 et.~’difféomorphes,a descongruencesde lignesd’univérséchangées
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qui nous semble traduine Ia conservationdes panticules et des espace-temps

emplis par leuns lignes d’univens; de plus ii faut évidemment supposenque p

et p’ se correspondentpar le difféomorphisme~ considenCcomme changement

de variables,cc qui traduit la conservationde la matiène lors de la <<déforma-

tions. Nous ne reviendronsplus dans la suite suncettecondition qui seraimpli-

citementsupposéevénifiCe desqu’il seraquestionde densitéde matière.

En nevancheii n’est pas raisonnabled’exiger que la conjugaisonp soit une

isometric car en relativité génénaleil faut évidemmenttenir compte de l’interac-

tion entre Ia repartition globale de Ia matiène dans l’espace—tempset le champ

gravitationnel.Pour cette raison, et afin d’éviten toute confusion,en panticulien

entre <<variables de rCférence>>sur ,iff et variablesd’Euler sur.If’ nous n’identi-

fienonspas~,If et .~iY’,saufmention explicite contraine.

3. TENSEURS - DI~FORMATIONSASSOCIES AUX CONJUGAISONS DE
MOUVEMENTS

Afin de décrire le comportementde centainsmilieux nelativistes nous avons
étéamenéea définir destenseuns-déformations.

Soit doneune conjugaisonp du mouvementu sur l’espace-temps(dl, g) en

un mouvementu’ sun l’espace-temps(.H’, g’). Soit w et w’ les formes covanian-

tes définies respectivementsun .11 et .4~’et associéesrespectivementa (u, g)

et (u’, g’); les projecteursd’espacesont les tenseursdeux fois covaniants y =

= g — w ® wet y’ = g’ — w’~ w’.

Notne premier tenseundeformation est !e tenseur~(1) défini sun If pan la

relation

— [~*(~‘) _~

oü ~‘~‘ désigne le transport des tenseursdeux fois covariantsde d/’ vers If

induit par p. Le signe moms a été intnoduit pour tenir compte du fait que ‘y
est a trois carrésnégatifs;avec la presencesimultanéedu~coefficient -~- , cela

nous permettrade retrouverdans centainscas particuliensexactementIa défi-
nition du tenseurdeformationde la mécaniqueclassique.Puisque‘P est aussi
une applicationdifferentiable,on peut transporter~(t) sun ./f/’ par l’intermédiai-

re de ‘P; cetteimage,notéee’’’~,s’écnit:

—

2

Ce tenseunsundl’ est l’opposé du premier tenseurdeformationqui peut étre
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associéa ‘P considéréecomme une conjugaisondu mouvementu’ sundl’ en le

mouvementu sundl.
Nous pouvonsdéfinir ce tenseune~(1)directementsun If’ sansfaire intervenir

le tenseur�~‘~apparait alors comme le transportéde e~h11)sun dl par ~
puisquep et ‘I’ sontdeuxdifféomonphismesinversesl’un de !‘autre.

Notre deuxièmetenseur-detormationest pardefinition:

~(2) = — [~*(g’) — g].

II mesurel’écart de ~ a une isométnieentreles deuxvariétésde dimensionquatre
en presencemuniesde leur métrique.Sa definition ne dependque de cesmétri-
queset de la conjugaisondesmouvementsen presence.

Par transportsundl’, ou pardefinition directe,on définit:

— [g’ ~~P*(g)J.

Ce couple (e(2),e~(2))est unesecondegenéralisationpossible,naturelleet intrin-

sèquedu tenseur-déformationclassiqueau casdesvariétésquadridimensionnelles
de la relativité générale. A notre connaissanceii n’avait jamais été considéré.

La comparaisonde ces deuxtenseurs-déformationsconduit naturellementa la

notion de conjugaisonholotope:nousdirons qu’une conjugaisonp est ho!otope
siet seulementsi ~II*(w) = w’, ou, cequi revientau méme,si p*(w’) = w. Ces con-

ditions équivalentespeuventétreinterprétéesphysiquementen termede conser-
vation de l’espacephysiquetnidimensionnellocal. Pour une conjugaisonp ho!o-
tope, les deuxtenseurs et e(2) sontégaux.Ii estevidentque cesdeuxtenseurs
deformationse(1) et ~(2) peuventétre plus generalementdéfinis pour tout difféo-
morphismedesespaces-tempsdl et .If’.

Remarque1. A partir de ces deux tenseurs-déformationson peut construire

d’autres tenseurspar utilisation des projecteursd’espace;on peutaussiconstruire
des tenseurstaux de deformationd’ordre quelconqueen prenantleurs dénivées
de Lie par rapportaux champsde vecteursen presence;on peutaussicombiner

ces deux procedés . . . . Tous les tenseursainsi obtenussont définis de facon

intrinsèque.

Remarque2. Nous avonsconsidérécommeon le fait habituellementles tenseurs

deformationspossiblessous leun forme covariante.Nous aurionspu considéner

sundl’ les expressionscontravariantesg’~etg”~ et définir
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E’~
2~= — — (g’~—g”~)

et

(1)a~= — (~‘~—

avec -y”~= g1~~~<— u”~u”~.Pour une conjugaisonholochnoneil vient u’ =

et les deux expressionscontravaniantesde E’W et E’~2~sont egales.En general
ces expressionsne sont pas les formes contravariantesdes tenseurse~(1)et

ni pour la dualité induite par g’, ni pour celle induite pan g”. En nevanchesi

g’ et g” sont suffisammentvoisins, E’~’~(resp. E’~2’)senatrèspeu different des

deux fonmescontravariantespossiblesde ~‘t’~ (resp. �1(2)).

4. EQUATIONS DES CONJUGAISONS POUR UN COMPORTEMENT
1~LAST1QUEGENERALISt

Soit p une conjugaisondu mouvement(.17,g, u) en le mouvement(.17’, g’, u’);

et soit a un champ de tenseursdeux fois contravaniantsdéfini sun.#, et que

nous appelonsprécontraintes.Nous écnivons sun .17’ Ic tenseurimpulsion-enen-

gie du milieu dit déformésousla forme

T’ = p’f’ u’® U’ — a’ —

oü p’ est la densitéau repos,et oü (f’ — 1) est le scalaineénengieinterne spéci-

fique. Le tenseun a’ ainsi défini sun 4~‘ est appelé tenseur-contnaintes.Les

expressionsde a’ et de f’ décrivent Ic comportementdu milieu sous l’effet de

Ia conjugaisonp.
Nous dinons que Ic milieu décnitpan (.~#, g, u, p) a un <<compontementélasti-

que généralise>’ Ions de la transformation~ si et seulementsi a et f’ sont corn-

plètementdétenminésparp, act par Ia géomCtniede la situation, c’est a direpan
la donnéede (.17,g, u), de(dl’, g’) et de Ia transformationp.

Le comportementdu milieu senadit élastiquegënCnalisCa I’ondne I si Ia dépen-

danceen p de a et f’ au point v = p(x) ne fait interveninque y et les dérivCes

pantiellespremieresde p enx.
Pour fixer les idCes nous dCveloppenonsles calculs en considénantdes corn-

portementsélastiquesgénCralisesa I’ondne I o~iIa diffènentielle de p n’intervient

que par les transportsdesdiffénents tenseunsen presenceet par Fun des 8 ten-
seurs-dCfonmationspnCcédemmentdCfinis. Ce comporternentest l’analogue de

celui des maténiaux lesplus usuelsCt lesplus Ctudiésen acoustiquenon linéaine
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classique. Le cas d’une dépendancegeneraleen les dérivéespartiellespremieres
de p, conceptueliementplus simple, et utile en presencede phénomènesélec-
tromagnetiquespar exemple,peut ëtre traité de façon similaire et conduit aux

mémestypes de resultats.
Les dix équat~onsd’Einstein pour le mouvementddforméentrainentsur dl’

les quatre equationsde conservationsuivantes,valab!es dans tout système de
coordonnéessur dl et dl’:

a X )2

Ia derivation covarianteestévidemmentprise pour la metriqueg’, et nousavons

apa
notéA~=X ax1’

Ce systèmed’équationsest un systèmede quatreequationsaux dénvéespartiel-
les d’ondre 2 en les 4 composantesde ~ il peut ëtre appele<<systèmedes équa-

tions aux conjugaisons>>pour le problèrne fondamentalde la mecaniquedes
milieux continusrelativistessuivant:

Etant donné un milieu continu relativiste (dl, g, u,p), son comportement,

une vaniétédl’ diffeomorphea dl et munie d’une métriqueg’ relativiste don-
nec,determinerles difféomorphismesde l’espace-tempsdl surl’espace-tempsdl’
qui conjuguent le mouvementu sun (dl,g) en un mouvementU’ sur

vérifiant les lois de la relativitégenerale.

5. EQUATIONS AUX CONJUGAISONS DANS LES VARIABLES DE
REFERENCE

Les equationsècrites précédemmentfont intervenir simultanémentle point
couranty de dl’, son antécëdentx = ‘F (y), des dërivëespartiellesen y et des

dénivées partielles en x; pour pouvoin étudier leur systèmenous les ecnivons

uniquementdans les variablesde référencex. En considerantle cas particulier
oü l’espacedl est un produit S3 x R. on constateraitque cesvariablesquadri-
dimensionnellesde référence génénalisentles variablesde Langragecomplétees

panIa variabletemps.
L’équation de continuité, ou de conservationdu nombre de baryons, lors

du mouvementdéformé,est: V,,’(p’ u’~’)= 0; nappelonsque !a densitede matiène

p’ pnovient de p par le transport scion ~p.Puisquea’ et f’ sont des fonctions
desy~,e’>~ et ~ oü a~’est l’innage dans.17’ des précontraintesa1’~’,les termes

öa’~ aa’~ aa’a~
— interviennentdansles equationsaux conjugaisons,X,_,
~ ay aa~

nousIes notenonsnespectivernent~‘1’~ (pananalogieavecIa mecaniqueclassique),

t~fl”~~et C’~1’~’.
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La conjugaison p est holochrone si et seulementsi K est partout égal a i,

c’est a dire si et seulementsi K vaut 1 en un point et si, partoutsun .17’ suppo-

seeconnexe,I’Cgalite suivanteestvénifiée:

1 ög’~
0= — —~ A~w°A~u’+

2 ay “

au~
+g’ A

5u~A>’ B’u~-i-A>’B°———~

Dans cc qui suit, nous utilisons Ic secondtenseundeformationdéfini au debut

de ce travail et nousornettonsl’indice (2) pour ne pas aloundirl’écnitune;nous

conduinions les calculs de la mémefaçon Si floUs utilisions le premier tenseur
deformation. L’expnession de ~‘(2) dans./f1’ est — f (g’ — ~If*(g)); sa denivee

parrapporta y°,si B~(y)désigne -~——~-, est:

— ~{B~(y) B~(y)g
75(’P(y)) —g~(y)},

ou encore:

ag lag’
—g [B

7 Bo+BYB& 1+ —B~B~B’~2± —_

2 7~5 Xa p 1’ pa 2 1’ a ax~ 2 ayu

avec

B7 = (y).
l.a ayxaya

apn a2pa

Nous poseronsaussiA,~’= -~——~-(x), A~>’= ax1’ax>’ (x); danstoutes lesexpres-

sionstrouvéesnousélirnineronslesB~

0 enremarquantque

B~= (A

1)~ et B~>’=—B7B~B~A~

En regroupantles termesen facteurs des symbolesde Christoffel et en tenant

compte des equationsd’Einstein nous obtenonsIc systèmedes equationsaux

conjugaisonssur.17:
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— (C’~~
1’p — p’ u”~u’~~ ‘AM)

2

.[_g
5AP(BYB�BVB6 + B~B B~B) +

ag6 ag~
—

a ax~ aya

2 {+t~

au~
3 —p’f’ — A~~u~+A~—

K
2 ~ Paxo

, ,ou7u a~
75

+pfuVual
L 2 ay°

4
au~

+ g~B(A~
0uP+A~~~-:)]

‘ ‘~ ‘a

5 —puu —

af’

6 ÷[n~:_P’u?au’~ ~-~M]r aavr
AM+AM A

1’)B~a~-I-A1’A~B~
L vp 1 rp V a V r a ax~

a
7 ~ ax1’

8 {+ cia (c’~1’+ AaAX

0PM)

9 ~_ I’a1’ (R’~_ _R’g’~~1’)

=0.

Rappelonsque u, g, g’ sontdesdonnées,queR ‘aX et R’ sontrespectivementle ten-
seurde Riemannet Ia courburescalairede dl’ et qu’ils sont connus,queles 0

1’M

représententles précontraintesou contraintessurdl et qu’i!s sontdonnésainsl que
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leunsdénivées:desquel’on choisit le comporternentdumilieu élastique,c’est-a-dire

a’ ainsi que ~ ‘1’~et , en fonction dey, e’ eta~,cc systèmeest un système
aa0

d’ordre 2 quasi-lineaire de quatreequationsen les quatnecomposantesde Ia

conjugaisonp.
Les termes(1) sont les termesfondamentauxlies au comportementdu milieu;

ag
on remanquerala presencede u’~devantle terme~‘1’~• L’expression___~_ , ainsia),
que les B>’ et les autrestermesdCfinis sun dl’ sont calculésau point y = p(x)

de 17’. Le terme (2) provient de la non-honiogënéitééventuellede Ia réponse

du milieu. Le terme (3) correspondaux termeS d’inertie, ii est indépendant

de tout comportement. Le terme (4) contient u’
5 en facteun, et provient de

Ia non-holochronie éventuelle de p, il dispanaitsi et seulementsip est holo-

chrone;ii pourra ëtre negligédansde nombreuxcas.Le terme(5) contientegale-

ment u’~, il est Souvent nul car dans les exempleshabituelsf’ ne dependde y

que par l’intermédiaire de e’ et a’. Le ternie (6) eSt lie a Ia dépendanceeven-

tuelle de a’ et f’ en d’éventuelleSprécontraintes.Le terme (7) correspondau

transport des precontraintessun .17’. Les termes(8) et (9) jouent le rOle de

source;us sonttypiquementrelativisteset lies a la courburededl’.
Lorsqueles contrainteset les precontraintessont negligeables,dansl’expres-

sion des termesde courbure(8) et (9) par rapportaux termesd’inertie, il reste

toutefoislestemies—r~,~
1’p~u~nuxqui nepeuventétretouspartoutnuls puisque,

en presencede matière,l’espace(dl’, g’) ne peut étre plat. us peuventëtre rap-
prochés des termessourcesdes equationsapprochéesobtenuesdansIc casinfi-

nitésimalpar Weber, cf C
2pMR’QlO dans l’équation des ondeslongitudinalesIc

long de l’axe x
1, 8.34, p. 132 de [12], et parPapapetrou,cfpR~QOkdansl’équa-

tion 1. kdu système52, p. 77 de [7].

On obtiendra les equations exactesrelativistes des conjugaisonsdes rnilieux

a comportementlinéaireet isotropeusuelsen prenant

= C’(~Xi”’e~

puiS

= L 7’aX 7’~V + M(y’~~ + ..1’aV ~y’XP)

Dansle calcul de l’expressioncorrespondantet~on tiendracomptedu fait que

L, M, ‘y’ dependenten generaldu point y. Les equationsobtenuesne sontpas
lineaires,les conjugaisonsne sontpas infinitésimales.
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6. ON DES DE CONJUGAISONS

Nous allons maintenant utiliser Ic systèmedes equationsaux conjugaisons

pour étudier la propagation éventuelle d’ondes de conjugaisonsd’un milieu

continu relativistequelconque.
Les conditions exactes de propagationd’une onde de conjugaison d’ordne

deux d’amplitude non nulle dans Ia <<direction>> de l’espace-tempsassocieea
une forme n donnée,Se lisentdirectementsunle système.

Notons ~ Ia polarisationde cetteonde; ~ est un champde vecteurssundl’,

alons que n est un champde 1-formes sun.If. Les conditionsde propagation
sontdonnéespanIc système:

00 P est Ic champde tenseursune fois contravariantet une fois covaniantsun

.17’, dépendantde n, défini parles relations:

—P~=C’a~XPB7B�BTBSg n n _uXMB~)A#n~ —
V 5’ 1’ a P 75 � V P 1’ P

—2 H’a~BPAPo
1’~nn — u’~V,

i’p a 1- NP V

avec

af’
—V=2p’u” B~~uXrAMnn —

5’ aa~”~a ~r 1’ P

— p’u’°’~ n~ — p’f’K2u’5g,
5 n~n0n’

3uP.

Soint ‘fr’ (n), ~ = 1, 2, 3, 4, lesquatrevaleurspropresréellesou complexes,distinc-

tes ou confondues,de P(n). La conditionde propagationscion n s’écrit:

[(p’f’X~2u X~~P— a Xp~

11 ~ — ~~(n)] = 0.

Lorsquen est une solution rëelle de cetteequationla vitessedeI’onde correspon-

danteest — a , finie nonnulle Iorsquen est choisie telle queu”n,, ~ 0
V

t

et y~n
5’n~r/=0, cc que nous supposenonsverifie dans Ia suite. Puisque

p’ f’ u 1’ ~ n1’ n,~,est strictement positif I’existence d’une telle onde, se propa-
geant a vitesse finie nonnulle, nCcessiteque I’une des ~1.(n) soit réelle positive;
la condition de propagationsera alors vCnifiée pourtout champde precontraintes

suffisammentpetites.
Dans Ic cadrede cc travail nousne pousseronspasplus loin dansIc casgeneral
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l’étude de l’existencede valeunspropresnéelleset positives.
Nous allons toutefois considérerquelquescas particuliers impontants qui

montrentque l’étude des ondes de conjugaisonsest panallèle a celle des ondes
acoustiquesen élasticiténon Iinéaire classiquc.

1) Lorsque la variation de l’énengie internespecifiqueen fonction du tenseur
précontrainteset du tenseurdeformationestnégligée,lorsqueles contraintessont

indépendantesdes pnécontrainteset lorsqucle tenseurimagedesprécontrainteset
Ic tenseuncontraintessontspatiaux,l’image pan P(n) de tout vecteurorthogonala
U’ est nécessainernentun vecteurorthogonalh it’. Le problèmedesondesC polani-
sationspatialeest alors réduit C l’étude desvaleurspropnesréelleset positivesde

l’application Q définie par:

= ~ n
5’n~— aumBjA~1n1n~, 1, / = 1, 2, 3.

dans un systèmede coordonnéesde ~~p(x)~~’ adaptécsa u’. Puisquenoussom-

mes en dimension impaire cette application linéaireQ admettoujours au moms

une valeur propre réelle. Pour que cette valeun propre soit positive, il suffit
quede plus Ia formequadratiqueassociéea Q soit définie positive.

Danscc premiercas, les conditionsde propagationsont vérifiées parau moms

un vecteun-polarisationspatial.
2) Si de plus nous supposonsqu’iI n’y a pasde précontrainteset que,cornrne

dans Ic cas hyperélastiquc,Ia relation C’°~

1” = ~ est vériflée pour tous

a, ~, X, p la matriceQ est symétniqueet sesvecteurspropresforment une base
de I’espace orthogonal a u’. Pour que les trois valeurs proprescorrespondent

C des vitessesréelles i! est nécessaireet suffisant que la fonme quadratiqueas-

sociéca Q soit C trois carnéspositifs.

Rernarquonsque—Qpeut s’écrire danscc cas: C’~~lmg n; n~00 g” et n’ dési-

gnent les transportéespar ‘P’1’ de g et n sur .11’. Le canactèredéfini positif de
la forme quadratiqueassociéeC Q est directernentlie au caractèredéfini positif

de C’ considérécomme forme quadratiqueSur l’espace des tenseurs2 fois co-

variantssymétriquessun .11’.

Dans cc secondcas les conditionsde propagationsont vénifiées par trois vec-
teurs-polarisationspatiauxindépendants.

3) Pour tcrmaicr nous considéronsle cas d’un comportementlinéaire iso-

trope<<usuel>>;avec lesnotationsutiliséesci-dessusil vient:

—P,f= [Ly”~7’1’~ + M(y~axy~~M+ ‘~‘~1’)]g’~n’
1’n~—

— A~ a
1’~n

1’n~— p ‘ f’ K

2W ,(u 5’ ,i,,)2 ~

qui est la généralisationen rclativité généraledu tenseuracoustiquepour des
deformationsélastiquesfinieset pourdesprëcontraintesnulles.

Lorsquc p estuneisometricet lonsquelesprécontraintessont nulles. l’equation
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depropagationse factorise.Tous calculsfaits, ml vient:

p’ f’(ucn )2{p’ f~(uan~)2+ Myr5’Pflafl~)2

+ (L + 2M) ~ n~}=0.

C’est l’equation de propagationque nous avions déjà obtenue par une autre
approche[7]. Pourtoute forme n on a, commedansle casdes ondesd’accélé-

ration de la mécaniqueclassique,trois modes de propagationreels a vitesse

IL + 2M
finie non nulle: un mode simple longitudinal de vitesse ~/ , , et un mode

r ~
doubletransversedevitesse v ——~~-

7. COMPARAISON AVEC L’APPROCHE DE LA MECANIQUE CLASSIQUE

Pour espace-tempsdl nous prenons, dansce paragraphe,R x R3 muni du
champ de vecteursunitaire vertical canoniqueV, et de sastructureusuelled’es-
pace-tempsde Minkowski g

0 de signature(+, —, —, —). L’opposé du projecteur
d’espaceassociéC g0 et V est note r; ml induit sur {O} x R~la métriqueclassique

usuelleI~.Pourl’espace-temps.17’ nousprocédonsde mëmed’oü les notations:
V’, g~,r”, i~’.

Pour metriqueg nousprenonsg0, pour champu nous prenons V, cela cor-
respondC un milieu (classique) au repos; pour métriqueg’, nous prenonsg~.
Tout diffeomorphismesp de dl surdl’ définit un mouvement,doneun vecteur
u’ sur dl’; p est alors une conjugaisondu mouvement u en Ie mouvementU’;

nousne considéreronsici que les conjugaisonsqui conserventle etempsabso!u>>;
nousécrironsalors

y
0=x0, y=~i~(x°,x’,x2,x3)

ou encorey’ = p(x1,x2,x~)avec x0 = = t. Ceci est Ia description classique
du mouvementd’un milieu tridimensionnel.

Un calcul rapidedonne:

1 a~’ a4p’
— — ‘ — — — — r’

2 °° °° at at ii

1 a~1a~k
—— —r’2 at axt 1k

I a
1~’ a’p”

= — — F. — —S:-

2 “ ax’ ax’ k
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La partie spatialede e<21 n’est rien d’autre que Ic tenscurdeformation usuel C
l’instant t en variablesde Lagrange.La simplicitC (Ic cetterelation entree(2) et Ic

tenscur-déforrnationtnidimensionnel usuel est un des argumentsen faveur de

l’ernploi de e~.

Quantau premier tenseurdeformation.il s’écnit ici:

I ap” aplapk
e~=——~’y~~+2 ~

I ~asp” a~1a
5pk

= — — —- y’ — F’ + H2 ax’ ~ at ~>‘, 1k

1 a,pk a~
— —‘F.--- — —- F’ +H...

2 ‘~ ax’ ö.v” 1k ij

Les termesH, sont négligeablesdes que les vitessessont petitespar rapport a
celle de la Iumière, que nousavons pnise égalea I ; danscc case~et c~sont

aussi négligcables.Quant C la partie spatialede �~‘~dIe n’est pasexacternentIc

tenseur hahitucl en mécaniqueclassique, mais peut Iui ëtre assimilée Iorsque
les vitessessontnégligeables.

Ainsi les tenseurs et f(2} peuventdone étreassimiléssurR x R
3 au tenseun

deformationhahituellementassociéC une deformationfinie, ~<conipIété>>pan des

zeros.
Pour un milieu linëaine isotrope Ia premiereequationdes conjugaisonsest

identiquementvérifiée et Ic comporternentest donnépar:

= ~ ~‘i/

7’kl + (Uk ~/i+ ‘ii 7~Jk)

Les equationsaux conjugaisonss’écriventen coordonnéesorthonorniëcs:

-f ~

+ p ~B,~B7B~ ~ A~r~p’A~+t’ + .~‘ = 0,

avec

ax ap
t
1=b’ —-(—tre’)+2 —-�‘I’

~ av’ a)’
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a~
~‘=a~(A~ B?A’+A’)+A~ —,

0 pik 1k ax’

si les coefficientsX etp sont indépendantsdespnecontramntes.

Si I’on supposede plus les deformationspetites,les precontraintesnullespar-

toutet le milieu homogène,on retrouvelesequationsde Lame:

a2p~ a2p’ 82~J

ax’ a~’ ax’ ax’ at2

1= l,23.

L’approche des milicux continusen termesde conjugaisonsfiniesdemouvements

dansdes espaces-tempsquadridimensionnelss’avèredone contenir, commecas
particulier, !‘elasticite desmilieux continusclassiques.

8. COMPARAISON AVEC LES DIFFERENTES PRESENTATIONS DE

L’ELASTICITE RELATIVISTE

Nous allonsmaintenantégalementretrouvercommecasparticulierles principa-
les theoriesde l’elasticite relativistedéjà existantesduesnotamment~ Herglotz,
Souriau [13], Rayner[10] puis Schopf[12], Grot-Eringen[6], Maugin [8], Cat-

taneo [4], Carter-Quintana[3], MadameChoquetet moi-méme [5], Carter[2]

et bien d’autres, dont Weber et Papapetrou[14,9, 15] dansle cas infinitesimal.
Ces theoriesnous semblent pouvoin ètre approximativementrépartiesen trois
types principaux: d’une part Ies theoriesétudiant Ic mouvementd’un corps

d’épreuvetnidimensionneldansun espace-tempsminkowskienou général,d’autre
part celles qui utilisent une structurede variététridimensionnelle,riemannienne

sur le quotientde l’espace-tempsparIa congruencedes lignesd’universdu milieu,
et enfin la théoriedeRayner.

i) Pour retrouver les theoriesdu premier type, il faut préalablementremar-

quer qu’elles introduisentun corps d’epreuve5, n’agissantpas sur la métrique,
tridimensionnel,muni d’une structure de référence,puis une famille, a un
paramètrede type temps,de p!ongementsi~ deS dansun espacetempsdl’ (clas-
sique,minkowskienou genera!).ii en résulteque dl’ est munie de deuxfeuille-

tagestransverses et le feuilletage .~de dimension1 a pour feuilles les
lignes d’univers, trajectoiresde ~~(x) ~x fixe; et le feuil!etage ~ de dimension

3 a pour feuilles les i~~(x),C t fixé. Le champu’ sera le champunitaire tangent
C .~ un tel mouvementest conjuguéau mouvementsur R x S dont les lignes
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d’univens Sont lesventicalesR x ~x}: il suffit de poserp(t, x) = 4~(x),.11= R x S

et g métriquesun R x S invaniantepar translation, induisant Ia métniquede réfé-

rence sur tout t0 x S pour retnouvences mouvementsavec notre approche.

Souvent les theories du type i) n’utilisent ni R x S, ni cettemCtnique g et tra-

vaillent en fait uniquement sun un t~x S muni de ‘y0: cela crée alorsune diffi-
cultC supplémentaincpour le transport desdivers tenseunscovaniantset contra-

variants en presence,due ~>ufait que t0 x S est de dimension 3, alons que ./f/’

est de dimension4. Lorsqueles tenseurs-défonmationspeuventCtre dCfinis dans

ces theoriessous fonmecovaniantepour fixer les idCes,et indépendantedescoor-

donnCesou nepCresen presence.,nouspouvonsIes netnouveren considérantnotre

premier tenseurdeformation, plus précisémentIa projection spatialede e~
1~sur

x S, ou bien, sun .11’, Ic tenseun�‘~ ou sa projection spatiale.Le fait quea’
ne dépendedans ces theoriesque de Ia partie spatialede e’ peut évidemment

Ctre absorbéde façon tensorielleet sanssystèmeparticulier de coondonnCcsdans

Ia loi de comportement,et n’apparaItici quecommeun casparticulier.

ii) Nous allons montrer maintenant comment retrouver les theoriesdu se-

cond type (avec quotient): soit ~ une conjugaisonde (.H,g, u) vers (/11’, g’, u’)

dans le casparticulien oC le quotient de .7/’ parsa congruencede lignesd’univers

est un espaccsépanéX, muni canoniquementd’une structure de variété diffé-
rcntiable de dimension 3, et d’une métnique niemannienne Si in designe Ia

projection de .11’ sun X, le quotient de dl pansa congruencede lignes d’univers

est X muni de la metniqueriemannicnne‘y
0, la projection canoniqueétant alons

7T7T’O~p.

DansIa théoniepnoposéeen [3], c~quijoue le rOle de emétriquede néfénence>>

K est esscntiellcmentun tenseunspatial, invariant le long de u’, c’est ii dire de Ia

forme ir
t~y~

1.Pour retrouverces theories [2], [3] a pantin de Ia nOtre, nouspanti-

rons d’un espace(.17,g) et d’un champ u, pour lesquelsl’espace-quotientest

un (X, ‘y0), de projection differentiable in et ofi ~yest essentiellement7r*~y0puis

nous travaillerons uniquementen coordonnéesd’Eulen, c’est a dire sun /1/’, en

oubliant Ia conjugaison~ et la métriqueg”, et en ne considénantplus que

jouant Ic rOle de K. L’unique tenseur-déformationqui peut étre dCfini ici est

notne e’
t1) (au signepnès).Remanquonsquc les mouvementspanticuliens du type

i) précédent sont évidemment retrouvés en posantX = 5, ir(t, x) = x, et en

travaillant sun.17’.

iii) Pour retrouver la théonie de Rayner, 00 n’intcrviennent qu’un seul espa-

ce-temps, qu’un seul mouvement X, aucuncconjugaisonmais deux métniques,

nous considèneronstout d’abond Ic mouvernent(dl’,g’, u’) oO ./f/’ scra I’espa-

ce-tempsdu milieu en mouvement dc Rayner,oO g’ sera Ia métniquequ’iI note
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g et u’ Ic vecteurqu’il note X. Pour que (dl,g”, u”) correspondeaux grandeurs

de néférenccde Raynen il faut quc la métriqueg” soit sa métriqueg0 et quele
champ de vecteursu’ soit identiqueau champde vecteursA. Nousremarquons

alors que la métriqueg0 de référenceest reconstruitea partir d’une perturbéc
spatialenotée~ du projccteun d’espace~ de g (de Rayner) par la formule:

(2-I) g,~=~—X
1X1,

00 les A1 sont ies composantescovaniantesde u’ = A pour la métriqueg (de

Rayner)dans laquelle ml est unitaire; il vient alors g,~A
1= A. cc qui correspond

pour nousC w” = w’, oft w” designela formecovariantede u” pourla métrique
g”. II en résulteque toute conjugaisonfinie de (dl, g, u) en (dl’, g’, u’) devra,

pour quc (.11’, g”, u”) correspondeau mouvementde référencede Rayner,yen-
fier: u” = u’ et w” = w’. La condition 2’X~° = 0 s’écrit alors ~ ‘y” = 0, ou

= 0.
II suffit done de se restreindrea des (17,g, u) de Born et C desconjugaisons

C Ia fois holotopeset holochronespour décnire toutesles situationsrencontrées

pan Rayner; pour retrouver complètementson cadre nous devrons oublier
(dl, g, u) et la conjugaisonp en renonçantdone a toute notion de deformation,

puis noustravailleronsuniquemcnten coordonnéesd’Euler. Le tenseurdéforma-
tion f (~—i..) qui apparaft alors implicitement par Ic biais de a

11 =

C~(41—j,~)n’est rien d’autre que la valeur, ici commune,de nos deuxten-
seursE’~et e~2.

9. CONCLUSION

Nous venons done de presenterquelques-unsdes élémentsfondamentaux
d’une mécanique des milieux continus re!ativistesreposantsur la notion de
conjugaisonsentnedeuxmouvements.

Cc cadrerelativisteet global ne nécessiteaucunedistinctionparticulièreentre

Ic cas de la relativité restreinteet celui de Ia relativité générale,aucunedécom-
position mémelocaledu type R x dl ~, aucunparamètredu type temps,aucune
projection sun une variété tridimensionnelle, aucunesection globale d’espace

cf [I], aucun système de coordonnéesspéciales,aucun repére pnvilégié local

ou global. On peut composerplusieursconjugaisonsfinies successives;on peut
considéren Ia conjugaison inverse d’une conjugaisondonnée, (dl’, g’, u’) jouc
alors Ic rOle de référence.Les deux mouvementsu et u’ ne sont passupposes

irrotationnels au sens de Synge c’cst C dire localementsynchronisablespar le
temps propre; us ne sont pas mêmc supposes!ocalemcntsynchronisablesau

de Sachs-Wu[11]. Nous n’avons pas fait l’hypothèseque la conjugaison~

conservaitlesdistances,rien n’empéchedone l’existenced’une ligne d’universde
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if’ qui soit asymptotepourtoutes scsvoisines.

Notne cadrecontient comme cas panticulien,outnecelui desmilieux elastiques

classiquesen deformationset coordonnCesquelconqucs,lespnincipalestheories

existantesde l’élasticité nelativiste;il suffit de particulanisernotammcnt(..i/, g, u)
et éventuellemcntg’, puis d’imposer desconditions d’orthogonaliteaux tenseurs

contraintes,puis desconditions d’holochronie ou d’holotopie aux conjugaisons

considénées.L’appnoche des milieux continus nelativistes par Ies conjugaisons

finies permetdonede compareret surtout d’unifier toutescestheoriesd’Clasticité.

Dc plus la distinction éventuelledesdeux espaces-tempspenmetde prendre

en compte l’intcraction entre la métrique et Ic déplacementde matière sans

savoin si c’est la conjugaison,finie ou non,qui est ft l’onigine de Ia modification

de g en g’, ou si c’est Ia modification, finie ou non, de la métniquequi a crééIa

conjugaison.
Une descriptionde l’Cvolution de milieux continusau voisinagedessingulari-

tés d’une mCtnique~‘ d’un espace-temps.1/’ peut Ctre obtenuepannotremCtho-

de mémeen casde désintégrationou d’implosion du milieu: il suffit de considérer

desconjugaisonsde(./f/, g, it, p) dansl’espace-temps(.17’, g’) oft-if’ estunesous-

-vaniétéouventedu complémentairedans./f/’ de I’enscmblesingulicn et oft g’ est

la restriction de ~‘ C/fl’.

Le mouvement (-if, g, u) qui sent de référencegéométriqueest quelconque,

les tenseurscontraintespeuventétnc spatiaux,comme non spatiaux;les milieux

considCréspeuvent donc ne pasCtre epanfaitementClastiques>> [2], us peuvent

Ctne Ic siege de phénomèncsthermodynamiques,electromagnétiques,...,dans

l’état initial comme,et surtout, dansl’état final. En pnenanten compteleséqua-
tions d’etat correspondantes,on obtiendra en fait une thCorie desdeformations

finies de milieux continusnelativistesgénéraux.

Le systèmeauxconjugaisonsdu mouvementu en Ic mouvementit’ estcompose

de quatneequationsa quatre inconnues;iI n’y a doneaucun pnoblCmede sunclC-

termination; iI n’est pasnCcessaire,du point de vuemathématique,d’imposendes

relationssupplémentainesa priori entre a’ et 1’: c’est C Ia physiqueet ft l’expéri-

mentation des milicux continus nelativistes qu’est laisséeIa determinationdes
cdmpontements,et d’évCntuellesrelations.

L’étude sommairedesondes.ie conjugaisonsa montrC que celles-cicorrespond-

ent aux ondesacoustiquesusuellesde l’ClasticitC finie Iorsque les tenseurscon-

traintessont spatiaux.

Le systèmepeut d’autre part Ctre considéré.ainsi que nous l’avonsvu, commc

une version desequationsobtenuespanWeheret Papapetnou,<cfinie et intCgréc~,

c’est-ft-dire en termesde conjugaisonsfirnes ci non de tenseurdeformationinfi-

nitCsimal.
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Plus gCnénalement,Ia métniqucg’ peut étresupposedinconnue.Nousajoutons

alons aux equationsaux conjugaisonsobtenueslcs equationsd’Einstein du milieu.
Nous remarquonsque ces dix dernièrcsequationsne conticnncntpasdc dénivécs
secondesen la conjugaisonet que les quatrepremierespeuventètrc écnitessans
faire interveninexplicitementde dénivécssecondesenles potentielsdc gravitation.

Nous obtenonsainsi un systèmede quatonzeequationsne!es quatorzeinconnucs

~ et g~~cc systèmeest hyperboliquemoyennant!es hypothesessimp!es,habi-
tuellementvérifiées.d’hvpenbolicitédu systèmeaux conjugaisonsfinies.

Nous reviendronsbien sOn dansd’autrestravauxsur les ondesde propagation
dans le cas de réponsesplus générales,sur le cas limite des conjugaisonsinfi-

nitésimales,sun le rOle des précontrainteset enfin sur l’effet d’ondes gravita-

tionnelles.
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